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Sažetak. Dat je kratak pregled metoda i tehnika za modeliranje oblika i površine asteroida. Obrađene su samo tehnike koje se oslanjaju na krive sjaja, i to krive u optičkom opsegu, jer su ove krive dugo bile glavni izvor informacija o morfologiji asteroida. Neke tehnike koje u poslednje vreme dobijaju sve veći značaj (npr. radiometrijska i polarimetrijska posmatranja) kao i neke tradicionalne tehnike (npr. modeliranje na osnovu posmatranja okultacija) su izostavljene, i biće obrađene u posebnim člancima. Uključeni su i metodi (npr. metodi epohe) koji ne daju oblik, već samo polarnu orijentaciju asteroida, s obzirom da određivanje polarne orijentacije predstavlja obavezan deo morfološkog modeliranja.

U prvom odeljku dat je kratak istorijat ovog polja planetarne astronomije i objašnjena je svrha ovakvih istraživanja. U drugom odeljku izložene su fizičke osnove na kojima se zasnivaju tehnike modeliranja i značajniji zakoni odbijanja svetlosti sa površine asteroida. Zbog nedostatka novije literature koja detaljnije obrađuje ovu oblast, ovaj odeljak je proširen izvan granica neophodnih za izlaganje glavne teme i može biti koristan i čitaocu koga samo ovo pitanje interesuje. U trećem odeljku obrađeni su metodi epohe, a u četvrtom metodi amplitude-magnitude. U petom odeljku izložene su neke modernije varijante ovih metoda, pre svega njihove kombinacije. U šestom odeljku izloženi su matematički modeli površine asteroida i zadatak tzv. modeliranja površine. U sedmom odeljku izloženi su najvažniji metodi modeliranja površine. Osmi odeljak sadrži primer primene navedenih tehnika na realne podatke. Deveti odeljak sadrži izbor literature za detaljnije proučavanje, kao i literatura kojom se autor služio pri pisanju članka. U dodacima je izložen matematički formalizam koji bi svojom obimnošću ili težinom opteretio glavni deo članka.

Summary. A short review of methods and techniques for modelling the shape and the surface characteristics of asteroids is given. Only techniques that use the optical lightcurves are described since these lightcurves have been the main source of the informations about the morphology of the asteroids for a long time. Some techniques that become more and more important (e. g. radiometric and polarimetric observations) as well as some traditional techniques (e. g. modelling from the occultations) are not given; these techniques will be described in separate articles. Some methods, which give only the pole orientation (e. g. epoch methods), are also given, since the determination of the pole orientation comes to the obligate steps of the morphological modelling.

In the first section is given a short history of this field of planetary astronomy; also the scientifical value of such investigations is described. In the second section is given the physical background of the modelling techniques; most important laws of the surface scattering are also given. Since there is little recent literature that treats this area in details, this section is more detailed then it is necessary and can be helpful also to the reader that is interested only in this area. The third section contains the description of the epoch methods, and the fourth section gives the review of the amplitude-magnitude methods. In the fifth section are given some more recent developments of the two methods mentioned, as well as their combinations. In the sixth section the mathematical model of the surface of the asteroid and the task of the so-called surface modelling is given. The seventh section contains the description of the most important methods for surface modelling. The eighth section contains an example of the application of the described methods on real data. The ninth section contains a selected bibliography for further reading, as well as the bibliography sources of this article. In the appendices is given the mathematical formalism that would be too ample or too difficult to be integrated with the main part of the article. 

1. Značaj i istorijski razvoj modeliranja asteroida

Istraživanja asteroida dugo su se svodila na računanje orbita na osnovu astrometrijskih posmatranja, a kasnije su vršena i detaljnija astrodinamička istraživanja njihovih kretanja. Zbog malih dimenzija i niskog sjaja, fizičke karakteristike asteroida bile su dugo potpuno nedostupne posmatračkim tehnikama. Teorijska predviđanja ovih karakteristika bila su zasnovana na neproverenim pretpostavkama i nisu mogla biti potvrđena. Imajući u vidu da je astrofizika Sunčevog sistema bila uopšte relativno slabo razvijena do pojave prvih ozbiljnijih fizičkih teorija nastanka i karakteristika tela Sunčevog sistema – Alfenove magnetohidrodinamičke teorije, Savić- -Kašaninove teorije unutrašnje strukture planeta i Lume-Bauelove teorije odbijanja svetlosti na  površinama planeta, razumljivo je slabo interesovanje za detaljnije proučavanje asteroida. Tek sedamdesetih godina postaje jasna veza morfologije asteroida sa njihovim poreklom, pa i poreklom i razvojem celog Sunčevog sistema. Dalja istraživanja u oblasti magnetohidrodinamike, kao i rezultati teorije haotičnih kretanja u Sunčevom sistemu, pokazala su da asteroidi, zbog svoje izloženosti poremećajima (fizičkim i dinamičkim) predstavljaju dragocen izvor podataka o ranom Sunčevom sistemu i da njihove morfološke karakteristike mogu da ukažu na njihovu dinamičku i fizičku evoluciju. Istovremeno, došlo je do razvoja posmatračke opreme i posmatračkih tehnika (precizni fotometri, kasnije CCD kamere i mogućnost dobijanja krivih sjaja velike gustine posmatranja i velike preciznosti). Tada se aktuelizuje problem modeliranja asteroida iz krivih sjaja, a krajem devedesetih godina, sa pojavom preciznih modela velikog broja asteroida, postaje moguća i statistička obrada ovih podataka, pre svega u cilju stvaranja teorije sudarne evolucije asteroida. Konačno, u poslednjih godinu dana javljaju se ideje primene preciznih modela za računanje gustine asteroida, što bi pomoglo pri određivanju njihovog hemijskog sastava, čije je određivanje (kao i, uopšte, hemija Sunčevog sistema) nedovoljno teorijski zasnovano. Ukratko, jasno je da modeliranje oblika i površine asteroida predstavlja važan izvor informacija o evoluciji Sunčevog sistema, pre svega zbog njihove brojnosti i osetljivosti na poremećaje (što proističe iz njihovih malih dimenzija). Ovaj članak je ograničen isključivo na same tehnike modeliranja, i ne dotiče primenu dobijenih rezultata, kao ni posmatračke tehnike. Mada se povezanost ovih tema, kako istorijska, tako i praktično-metodološka, ne može poreći, sistematičnost i jasnost izlaganja zahtevali su ovakav pristup, pre svega zbog obimnosti tematike.

Prvo, teorijsko, razmatranje modela asteroida dao je Henri Noris Rasel (Russell) u svom pionirskom radu (Russell, 1906). Ovaj prodor je potpuno neopravdano ostao nezapažen, kako i u vreme objavljivanja rada, tako i do danas. Naime, Raselov rad ne samo da je objavljen u doba kada fotometrija asteroida skoro uopšte nije ni rađena, a ni bilo kakva saznanja o eventualnoj primeni rezultata dobijenih modeliranjem nisu postojala, već je bio i veoma napredan u odnosu na mnoge kasnije radove (uprkos mnoštvu grešaka!), jer je (verovatno pod uticajem tada novih rezultata Minkovskog u diferencijalnoj geometriji) uveo tzv. modeliranje površine, dok su kasniji metodi obično koristili znatno grublji pristup (detaljna diskusija svih ovih pristupa data je u odeljcima 3-4 i 6-7). Mada značaj za celokupnu astronomiju nije jednak, ipak se nameće analogija sa prvim Hablovim radovima iz dvadesetih godina, koji su takođe po kvalitetu bili znatno ispod vrhova tadašnje astronomije, ali su i pored toga značili veliki napredak u svojoj oblasti. Sistematsko posmatranje krivih sjaja započelo je tek sedamdesetih godina, uglavnom u cilju određivanja perioda rotacije. Godine 1973. pojavio se prvi ozbiljan rad o modeliranju asteroida posle Rasela; ovaj pristup, tzv. metod epohe (v. odeljak 3) bio je znatno primitivniji, ali je dao prvi praktičan postupak za modeliranje asteroida (zapravo, za određivanje polarne orijentacije). Početkom osamdesetih, interesovanje za ovaj problem postaje sve veće. U ovom periodu se pojavio i drugi klasični metod, tzv. metod amplituda-magnituda (v. odeljak 4), koji je omogućavao modeliranje asteroida troosnim elipsoidom. Krajem osamdesetih vršena su intenzivna snimanja krivih sjaja koje su obrađivane metodama epohe i amplitude-magnitude. Početkom devedesetih godina razvijeni su prvi metodi za modeliranje površine, od kojih većina koristi Raselov pristup (naravno, uz korišćenje modernijeg matematičkog formalizma). Istovremeno su razvijeni i prvi metodi za modeliranje dvojnih asteroida.

Generalno, može se reći da je ova oblast veoma slabo razvijena, što naročito važi za klasične metode (metod epohe i metod amplitude-magnitude) koji predstavljaju veoma grube aproksimacije. Ovakvo stanje uzrokovano je, delimično, malim interesovanjem za ovu problematiku, ali značajan faktor predstavlja i spor napredak matematičkih i (pre svega) numeričkih tehnika; ovaj aspekt problema se u poslednje vreme pokazuje kao presudan po pitanju poboljšanja postojećih metoda, pa i po pitanju stvaranja novih metoda (osim u slučaju kvalitativnog napretka shvatanja fizičke pozadine odbijanja svetlosti sa površine).

2. Fizičke teorije odbijanja svetlosti sa površine asteroida
Prvi radovi na polju odbijanja svetlosti sa površine asteroida i, uopšte, sa površine planeta, datiraju još iz druge polovine devetnaestog veka. Prva razmatranja, zapravo, nisu ni uključivala nikakvu fizičku teoriju odbijanja, već su se zasnivala na nekim intuitivnim pretpostavkama i geometrijskim aproksimacijama. U ovom periodu data su dva zakona odbijanja, Lambertov i Lomel-Zeligerov. Lambertov zakon je dat izrazom:
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Element površine i svetlost koju on odbije označeni su sa 
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 je označen sferni albedo (odnos primljene i odbijene svetlosti u svim pravcima), a sa 
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- redom odbojni i upadni ugao. Ovaj zakon sledi neposredno iz osnovnih zakona optike i definicije sfernog albeda, a važi za glatku, jednobojnu, homogeno osvetljenu sferu. Istorijski značaj ovog zakona je u tome što je omogućio da se daju kvantitativne procene sjaja asteroida u ranoj fazi njihovog proučavanja; danas je, naravno, napušten.

Lomel-Zeligerov (Lommel-Seeliger) zakon je postavljen 1877. godine, i predstavlja daleko razumniju aproksimaciju nego Lambertov. On se odnosi na proizvoljno glatko telo, osvetljeno tačkastim izvorom svetlosti. Osvetljenost elementa površine data je izrazom:
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Konstanta 
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 je povezana sa geometrijskim albedom (odnos udela odbijene svetlosti posmatranog tela i udela svetlosti koju odbije beli disk na jediničnom rastojanju od Sunca) i još nekim karakteristikama površine; u većini slučajeva tačna vrednost osvetljenosti nije značajna, pa se konstanta zanemaruje ili se uzima proizvoljna, iz numeričkih razloga pogodna, vrednost. Važna osobina ovog zakona je da se za opoziciona posmatranja (
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) dobija tzv. geometrijsko odbijanje svetlosti, pri kome je ukupna osvetljenost asteroida proporcionalna projekciji poprečnog preseka (što je našlo važnu primenu kod metoda amplitude-magnitude). Inače, ovakav oblik Lomel-  Zeligerovog zakona, nešto opštiji od prvobitnog Lomelovog i Zeligerovog pristupa, u literaturi se naziva i Hapke-Irvinov zakon. 

Mada su se još početkom osamdesetih godina pojavili mnogo bolji zakoni, zasnovani na fizičkim teorijama odbijanja svetlosti, Lomel-Zeligerov zakon je sve do danas ostao aktuelan, pre svega zbog svoje jednostavnosti i pogodnosti kod nekih komplikovanih numeričkih proračuna. Ipak, treba imati na umu inferiornost ovog zakona u odnosu na novije zakone, i koristiti ga samo onda kada mala tačnost korišćenog metoda modeliranja obesmišljava korišćenje preciznijih zakona, ili proračuni postaju previše komplikovani u slučaju korišćenja nekog drugog zakona.

Fizička teorija koja je do sada najbolje opisala sve važne efekte pri odbijanju svetlosti sa površine planeta, i koja je dovoljno opšta da objasni odbijanje svetlosti kako sa površine asteroida tako i sa površine planeta i satelita, je teorija koju su 1981. godine dali Lume i Bauel (Lumme, Bowell, 1981a, b). Ova teorija uspeva da objasni kako same krive sjaja asteroida, tako i njihove fazne krive (zavisnost magnitude redukovane na jedinično rastojanje od Zemlje i Sunca od faznog ugla). Osnovni cilj ovog članka ne dozvoljava detaljniji opis ove teorije; ipak će biti date osnovne karakteristike i najvažnije primene ove teorije, zbog njihovog značaja pri modeliranju asteroida. 

Lume-Bauelova teorija je pretendovala da, pre svega, objasni fazne krive. Naime, iz posmatračkih podataka može se zaključiti da redukovana magnituda uglavnom linearno opada sa povećanjem faznog ugla, osim za fazne uglove manje od 
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 (vrednost ovog praga varira kod različitih asteroida), kada je redukovana magnituda veća nego što to predviđa linearna zavisnost. Ova pojava poznata je kao opozicioni efekat ili, u starijoj literaturi, kao opozicioni skok (engl. opposition spike). 

Lume-Bauelova teorija tretira površinu planete kao sloj čestica slučajnog, nepravilnog oblika, određene gustine “pakovanja”, tj. koje zauzimaju određeni deo ukupne zapremine površine (u daljem tekstu – zapreminska gustina, engl. volume density). Na površini postoje udubljenja (engl. holes). Globalne optičke karakteristike površine određuju se statističko-probabilističkim postupkom, a u obzir se uzimaju pojedinačno i višestruko odbijanje (engl. single scattering, multiple scattering), kao i uticaj senki (engl. shadowing), zapreminske gustine i krševitost površine (engl. surface roughness).Detalji vezani za fizički smisao izraza za osvetljenost elementa površine su komplikovani i ne mogu biti razmatrani, a mogu sa naći u originalnom radu Lumea i Bauela (Lumme, Bowell, 1981a). Osvetljenost elementa površine ovde zavisi i od faznog ugla 
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Optičke karakteristike površine opisuje pet parametara: albedo jednostrukog odbijanja 
[image: image12.wmf]0

v

 (engl. single scattering albedo), faktor asimetrije 
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 (engl. assymetry factor), zapreminska gustina 
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, udeo površine pokriven šupljinama 
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 i krševitost 
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. Osvetljenost elementa površine je data sa:
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Parametar 
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 odgovara jednostrukom odbijanju i iznosi:
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pri čemu parametri sa desne strane označavaju, redom, Henji-Grinštajnovu (Henyey-Greenstein) faznu funkciju, funkciju koja opisuje efekte senki i funkcija koja odgovara efektima krševitosti, koje iznose:
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Funkcija 
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 opisuje višestruko odbijanje i može se aproksimirati sa:
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Sa 
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 je označena generalizacija Čandrasekarove (Chandrasekhar, 1950) funkcije, koja ima oblik:
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pri čemu je:
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Naročito su važni izrazi za izrazi za integralni sjaj, kojima se mogu objasniti fazne krive, a koji je, u vidu tzv. H-G sistema, usvojen kao standardni sistem za izražavanje sjaja asteroida. Normirani integralni sjaj pri faznom uglu 
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, u formalizmu Lume-Bauelove teorije tradicionalno obeležen sa 
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, predstavljen kao kombinacija jednostruko i višestruko odbijene svetlosti, iznosi (navedeni izraz poznat je kao Lume-Bauelov zakon):
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Parametri 
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 su veličine koje zavise od faznog ugla i odgovaraju, redom, integralnom sjaju u slučaju jednostrukog i višestrukog odbijanja, dok je 
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 tzv. parametar nagiba (slope parameter). To je težinski parametar između 
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, delimično statističke prirode, koji se u praksi određuje iz posmatračkog materijala; uzima se da je konstantan je za dati asteroid (tačnost ove tvrdnje je diskutabilna, ali se za većinu praktičnih primena Lume-Bauelovog zakona može smatrati bar kao dobra aproksimacija). Ovaj parametar odgovara nagibu linearnog dela fazne krive. Najpouzdaniji izvor vrednosti za 
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 je Lagerkvistov fotometrijski katalog asteroida (Lagerkvist et al, 1996). 

Izrazi za 
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 uključuju, ponovo, težinsko slaganje dva efekta: uticaj senki i uticaj neravnina površine:
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Težinski parametar 
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 zavisi samo od faznog ugla i računa se po obrascu:
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Parametri 
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 su bezdimenzione konstante i određene su teorijski, a koriguju se iz dugoročnih posmatranja. Trenutno prihvaćene vrednosti su (Lagerkvist, Magnusson, 1990):
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Na kraju, treba pomenuti i Hapkeov zakon (Happke), razvijen približno istovremeno sa Lume-Bauelovim (Happke, 1981), koji uvodi pet slobodnih parametara: albedo jednostrukog odbijanja 
[image: image52.wmf]0

v

, širina opozicionog talasa 
[image: image53.wmf]h

 (engl. opposition surge width), amplituda opozicionog talasa 
[image: image54.wmf]0

B

 (engl. opposotion surge amplitude), čestični fazni parametar 
[image: image55.wmf]g

 (engl. single-particle phase function parameter) i srednji nagib makroskopske krševitosti 
[image: image56.wmf]J

 (engl. average slope of macroscopic roughness). Ovaj zakon se takođe pokazao kao dobar, pa se često koristi pri modeliranju, ali po opštosti i primenljivosti na fazne krive zaostaje za Lume-Bauelovim zakonom.

3. Metod epohe

Najstariji metod za modeliranje asteroida, razvijen još krajem sedamdesetih godina, a poboljšan tokom osamdesetih, poznat kao metod epohe, predstavlja pokušaj da se iz krivih sjaja dobije što više informacija uz korišćenje što manjeg broja početnih pretpostavki, uz očuvanje jednostavnosti. Posle Tejlorovog rada (Taylor, 1973), objavljeno je nekoliko poboljšanja ovog metoda (Taylor, Tancredi, 1983; Michalowski, 1988; Drummond et al, 1988); malobrojni noviji radovi na ovu temu (npr. Michalowski, 1993) ne donose nikakva značajnija poboljšanja. Posle toga, ovaj metod je uglavnom potisnut, i našao je svoje mesto tek u kombinaciji sa metodima amplituda-magnituda (v. odeljak 5). Mada daje samo sinodički period, smer rotacije i polarnu orijentaciju, ovaj metod je bio važan korak ka modeliranju oblika asteroida, a u kombinaciji sa drugim metodima, bitno je doprineo stvaranju modernih metoda za modeliranje. 

Postulati ovog metoda su:

· na krivoj sjaja postoji tačka koja ima konstantnu fazu i može se detektovati na svim posmatranim krivama (u praksi se za ovu tačku gotovo uvek uzima maksimum)

· ne postoji precesija pri kretanju asteroida

Obe navedene aproksimacije ne predstavljaju problem; druga je zadovoljena za sve osim pojedinih, retkih asteroida (često kontaktnih dvojnih, koji su i inače van domašaja klasičnih metoda), a prva se svodi na odsustvo globalnih nekonveksnosti oblika, što ne važi jedino za veoma male asteroide (manje od 10 km, npr. Kaulla, 1996).

Osnovna jednačina ovog metoda je tzv. jednačina fotometrijske astrometrije, koja daje zavisnost sideričkog perioda od geometrije posmatranja i epoha maksimuma:
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Pri tome je 
[image: image58.wmf]c

T

D

- vremenski interval između dve epohe (tj. dva pojavljivanja maksimuma), 
[image: image59.wmf]N

D

- ceo broj rotacija između tih pojavljivanja, 
[image: image60.wmf]e

L

D

- razlika longituda tačke asteroida na pravcu centar asteroida-Zemlja prve i druge krive, 
[image: image61.wmf]d

D

- razlika ugla između pravaca asteroid-Zemlja i asteroid-Sunce, kod prve i druge krive, a 
[image: image62.wmf]n

D

- popravka za broj rotacija 
[image: image63.wmf]N

D

, koja je jednaka celom delu broja revolucija u intervalu 
[image: image64.wmf]T

D

. Znak plus označava progradnu, a znak minus retrogradnu rotaciju. Veličine 
[image: image65.wmf]N
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 i 
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 se mogu povezati sa koordinatama pola, pa se dobija jednačina sa sideričkim periodom i ekliptičkim koordinatama pola 
[image: image67.wmf]0
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 i 
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 kao nepoznatim veličinama. Svaka kriva daje jednu jednačinu, a sve jednačine se rešavaju prvo sa znakom plus, a zatim sa znakom minus u imeniocu. U praksi se pokazalo da je za rešavanje ovakvog sistema potrebno 6-10 krivih sjaja iz jedne opozicije, i još nekoliko krivih iz drugih opozicija. Naravno, ovako veliki posmatrački materijal obično nije dostupan, pa je ova varijanta fotometrijske astrometrije danas napuštena. 

Bolji postupak dao je Mihalovski (Michalowski, 1988). Osnovna ideja ovog postupka je uvođenje, umesto popravki 
[image: image69.wmf]e
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 i 
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, tzv. bisektrise faznog ugla, čija longituda 
[image: image71.wmf]L
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 figuriše u ovoj varijanti jednačine fotometrijske astrometrije:
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Popravka je povezana sa polarnom orijentacijom sledećim obrascem:
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Vektor 
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 se dobija iz relacija:
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Pri tome su 
[image: image78.wmf]l

, 
[image: image79.wmf]b

- koordinate asteroida na nebu, a 
[image: image80.wmf]D

, 
[image: image81.wmf]r

,
[image: image82.wmf]R

- redom rastojanja Sunce-asteroid, Zemlja-asteroid, Zemlja-Sunce. Smisao i izvođenje ovih obrazaca dat je u Dodatku 1. 

Rešavanje sistema jednačina (18) vrši se, kao i u prethodnoj varijanti, sa plus i sa minus znakom. Takođe se postavlja problem određivanja kvadranta ugla 
[image: image83.wmf]L

 iz jednačine (19), ali se u praksi jasno vidi koji slučajevi imaju rešenja, a koji ne. Za dobijanje rešenja, dovoljno je imati šest krivih sjaja iz različitih opozicija. 

Iz ovih izlaganja je jasno da je glavna prednost metoda epohe mali broj početnih pretpostavki, kao i jednostavnost računa. Međutim, razvojem metoda amplitude-magnitude, kao i metoda koji omogućavaju modeliranje površine, metodi epohe su uglavnom pali u zaborav, između ostalog i zbog velikog posmatračkog materijala koji zahtevaju. Tek u kombinovanim metodima, pomenutim u petom odeljku, ovaj metod je postao zanimljiv i za modernu astronomiju; u ovim metodima, metod epohe se često i ne oslanja na tradicionalnu fotometrijsku astrometriju.

4. Metod amplituda-magnituda

Metodi poznati pod nazivom metodi amplituda-magnituda razvijeni su u cilju modeliranja oblika asteroida, što metodi epohe nisu mogli da pruže. Ovakvi metodi se najbolje uklapaju u klasičnu predstavu o modeliranju oblika. Za razliku od metoda epohe, metod amplituda-magnituda izvlači informacije o obliku na osnovu oblika krive sjaja; geometrija posmatranja uzima se u obzir samo u tom smislu da se osobine krive sjaja prouzrokovane menjanjem geometrije posmatranja odvajaju od osobina prouzrokovanih oblikom. 

Prve upotrebljive varijante ovog metoda dali su Zapala (Zappala, 1981; prema: Magnusson, 1989) i Magnuson (Magnusson, 1986). Do kraja osamdesetih godina data su još neka poboljšanja (npr. Pospieszalska-Surdej, Surdej, 1985; Magnusson, 1989) koje ipak nisu unela ništa suštinski novo. Tek devedesetih godina, radovima Kvaitkovskog (Kwaitkowski, 1994), kao i Magnusona i Eriksona (Magnusson, Erikson, 1993), koji su doneli novi pristup i kombinovanje sa elementima metoda epohe, ostvaren je novi prodor u ovoj oblasti. 

Metod amplitude-magnitude podrazumeva nešto više aproksimacija nego prethodni metod; u pitanju su sledeće pretpostavke:

· površina asteroida odbija svetlost po Lomel-Zeligerovom zakonu

· ne postoje varijacije albeda na površini

· ne postoji precesija pri kretanju asteroida

· astreroid ima oblik troosnog elipsoida

Kao što se vidi, poslednja pretpostavka je najspekulativnija i praktično nikad ne može biti ispunjena, što predstavlja i najveće ograničenje ovog metoda. Međutim, teorijska istraživanja su pokazala (npr. Chandrasekhar, 1969; Kaulla, 1996) da kod prečnika (u smislu srednje dimenzije) većih od oko 300 km čak i odstupanja od sfernog oblika nisu velika, a da za objekte prečnika većeg od 10-50 km troosni elipsoid predstavlja sasvim dobru aproksimaciju. U svakom slučaju, ovaj metod daje tzv. fotometrijski model asteroida, koji predstavlja najbolju aproksimaciju realnog oblika oblikom elipsoida. 

Kao što je rečeno, klasični metodi amplitude-magnitude koriste Lomel-Zeligerov zakon (ili Hapke-Irvinov), koji predstavlja razumnu aproksimaciju u većini slučajeva. Kasnije će biti spomenute neke novije varijante ovog metoda koje koriste neke druge zakone odbijanja (Hapkeov ili Lume-Bauelov). Osnovna ideja metoda sastoji se iz činjenice da je, ako se usvoje pomenute aproksimacije, ukupna osvetljenost površine asteroida proporcionalna vidljivom poprečnom preseku, uz eventualne korekcije vezane za tzv. okultacioni efekat i negeometrijsko odbijanje svetlosti. 

Asteroid je u narednim razmatranjima predstavljen troosnim elpsoidom 
[image: image84.wmf]abc

 pri čemu je 
[image: image85.wmf]c

b
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. Rotacija se vrši oko 
[image: image86.wmf]c

- ose. Oznake ekliptičkih koordinata asteroida i severnog pola ostaju neizmenjene. Važno je napomenuti da se kod ovog metoda smer rotacije ne može odrediti, pa se pod “severnim polom” podrazumeva severni pol u smislu pravila desnog zavrtnja, tj. u slučaju retrogradne rotacije on će se nalaziti na južnoj hemisferi.

Sa 
[image: image87.wmf]y

 će ubuduće biti obeležen ugao rotacije (tj. ugao između pravca asteroid-Zemlja i početnog pravca najveće poluose). Kao što je uobičajeno, fazni ugao je označen sa 
[image: image88.wmf]a

. Za naredna razmatranja neophodna su još dva ugla: tzv. nagibni ugao (eng. aspect angle) i iskošenje (eng. obliquity). Nagibni ugao (označen sa 
[image: image89.wmf]A

) predstavlja ugao između ose rotacije asteroida i pravca asteroid Zemlja, dok iskošenje (označeno sa 
[image: image90.wmf]O

) predstavlja ugao između ose rotacije i prave koja prolazi kroz centar asteroida i normalna je na ravan asteroid-Zemlja-Sunce
Veza nagibnog ugla i ekliptičkih koordinata asteroida (koje se sa velikom tačnošću mogu izračunati) dobija se primenom kosinusne teoreme: 
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Elementarnom primenom linearne algebre (vidi Dodatak 2) može se pokazati da projekcija poprečnog preseka asteroida u opoziciji iznosi:
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Ako se početna orijentacija izabere tako da za 
[image: image93.wmf]0
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 najmanja poluosa posmatranog asteroida bude okrenuta u pravcu 
[image: image94.wmf]x

- ose, tada će najmanja i najveća vrednost projekcije iznositi:
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Iz navedenih jednačina sledi izraz za amplitudu u opoziciji (npr. Magnusson, 1986):
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Kada se nagibni ugao u (27) izrazi iz (23), dobija se jednačina po 
[image: image98.wmf]0

b

, 
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, 
[image: image100.wmf]a
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 i 
[image: image101.wmf]c

b

. Za dobijanje ovih parametara potrebne su krive sjaja iz četiri različite opozicije. Kao što se vidi, potrebno je manje podataka nego kod metoda epohe. U pojedinim slučajevima je dovoljno i manje krivih, s obzirom na veoma izraženu zavisnost kvaliteta rešenja od parametra 
[image: image102.wmf]a

b

. Ipak, moguće su i suprotne situacije (npr. u slučaju da sve korišćene opozicije imaju slične geometrije posmatranja). U ovim slučajevima potrebno je još krivih sjaja; u njihovom nedostatku, može se, umesto direktnog rešavanja, primeniti “skeniranje” celog neba po koordinatama pola, i zatim izdvojiti rešenje sa najmanjim 
[image: image103.wmf]2

c

 odstupanjem. Takođe je moguće i fiksiranje i potom variranje jednog od odnosa osa; konačno, asteroid se može aproksimirati obrtnim elipsoidom i tako eliminisati parametar 
[image: image104.wmf]c

b

, koji je, kako se u praksi pokazalo, najproblematičniji i često se ne može odrediti čak ni u slučaju kvalitetnih posmatračkih podataka.

Drugi pristup, uveden prvi put 1985.godine (Pospieszalska-Surdej, Surdej, 1985), umesto uvođenja direktne zavisnosti od amplitude, koristi zavisnost između osvetljenosti i ugla rotacije. Naime, ako se uvede relativna osvetljenost tačke na krivoj u odnosu na minimalnu osvetljenost 
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jednačina (15) postaje:
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pri čemu je:
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Zamenom nagibnog ugla iz (23) ponovo se dobija jednačina sa polarnom orijentacijom i odnosima osa kao nepoznatim parametrima. Vrednost veličine 
[image: image109.wmf]k

 se dobija kao nagib funkcije 
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 varira u intervalu 
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, a osvetljenost svake tačke na krivoj se dobija iz njene magnitude. Dakle, ovaj postupak koristi sve tačke krive, a ne samo ekstreme. Sama procedura računanja parametara modela ne koristi jednačinu (30), koja je nepogodna za numeričke proračune. Ako se kosinus nagibnog ugla izrazi iz (30) i ubaci u (23), dobija se:
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I u ovom slučaju važe opšte napomene o broju korišćenih krivih. Naravno, različitim kombinacijama znaka poslednjeg člana za različite krive, dobija se veliki broj različitih sistema, ali se u praksi pokazalo da samo jedna ili, ređe, nekoliko, kombinacija daje sistem koji ima rešenja.

Važna mana opisanih metoda jeste izvesna neprilagođenost neopozicionim posmatranjima, s obzirom da navedene relacije između amplitude i geometrije posmatranja važe samo za slučaj geometrijskog odbijanja svetlosti i osvetljenosti cele vidljive projekcije. Ovaj problem je dugo ostao nerešen, i tek pojavom sasvim novih tehnika (v. sledeći odeljak) on je zadovoljavajuće rešen. U Zapalinom i Magnusonovom pristupu, ovaj problem se rešava uvođenjem linearne zavisnosti između amplitude u proizvoljnoj geometriji posmatranja i amplitude u opoziciji, za koju se pretpostavlja da je poznata (a za većinu asteroida i jeste precizno određena). Ovu zavisnost proučavali su Zapala i saradnici (Zappala et al, 1990). Raspoloživi prostor i namena članka ne omogućavaju duže zadržavanje na ovoj zavisnosti; dovoljno je reći da se koeficijent pravca ove zavisnosti određuje takođe iz što većeg broja posmatranja i da se može naći u većini fotometrijskih kataloga asteroida. Ipak, postoje slučajevi u kojima se ova zavisnost, koja je i inače slabo teorijski zasnovana, ne može primeniti. 

Drugi opisani pristup omogućava nalaženje semianalitičkog rešenja ovog problema. Kako je pokazano u Dodatku 2, leva strana izraza (24) za površinu se za proizvoljnu geometriju posmatranja zamenjuje sa:
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Funkcija 
[image: image115.wmf](
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 ima komplikovan oblik, naveden u Dodatku 2, koji je veoma nepovoljan za praktične proračune, pa se ova varijanta obično i ne koristi kod neopozicionih posmatranja. Inače, izraz (32) uključuje samo tzv. okultacioni efekat (tj. činjenicu da je deo projekcije neosvetljen). Geometrijsko odbijanje svetlosti leži u osnovi ovog postupka i negeometrijsko odbijanje se ne može uzeti u obzir.

Metod amplitude-magnitude je dugo vremena bio najrasprostranjeniji metod za modeliranje asteroida. On pruža mogućnost preciznog određivanja polarne orijentacije i, u zavisnosti od kvaliteta posmatračkih podataka, daje manje ili više dobru aproksimaciju oblika. Dva koncepta koji su se nametnuli kao najbolje tradicionalne varijante su Magnusonov i Sardijev, koji su izloženi detaljno. Sardijev pristup je pogodniji jer ne uključuje same vrednosti amplituda, čime se izbegava nesigurno kombinovanje amplituda različitih posmatranja; osim toga, on direktno pruža uvid u adekvatnost elipsoidne aproksimacije (jer u slučaju izrazito neelipsoidnog oblika ne postoji linearna zavisnost osvetljenosti od ugla rotacije). Sa druge strane, on uvećava grešku, koja u blizini maksimuma postaje najveća (zbog pretvaranja u osvetljenost) i ne može se iskoristiti za neopoziciona posmatranja.

Treba reći da postoje i metodi koji direktno uključuju i magnitudu i koji pružaju čak i apsolutne dimenzije asteroida (npr. Surdej et al, 1986), ali koji su veoma nesigurni, zbog čega se u praksi i ne koriste, pa nisu ovde opisani.

5. Kombinacije metoda epohe i metoda amplituda-magnituda

Početkom devedesetih godina, sa razvojem posmatračkih tehnika, pojavila se potreba za razvojem naprednijih metoda modeliranja. Ova težnja ispoljila se u dva pravca: stvaranjem metoda koji su, uvođenjem potpuno novih ideja, omogućili tzv. modeliranje površine (v. šesti i sedmi odeljak), i kombinovanjem i značajnim poboljšavanjem postojećih metoda, epohe i amplitude-magnitude. Najbolje rezultate u ovom drugom pravcu postigli su Mihalovski i Veličko (Michalowski, Velichko, 1990), De Angelis (De Angelis, 1992), Erikson i Magnuson (Eriskon, Magnusson, 1993), Kvaitkovski (Kwaitkowski, 1995). 

Radovi Mihalovskog i Velička, kao i De Angelisa, oslanjaju se na postojeće metode epohe i amplitude-magnitude, ali ih spajaju i daju rešenje koje uključuje oba metoda. Prvi, matematički jednostavniji pristup, koji koriste Mihalovski i Veličko, spaja jednačine (18) i (27) za svaku krivu sjaja, a dobijene jednačine rešavaju se kao sistem međusobno nezavisnih jednačina, npr. Njutn-Rafsonovim (Newton-Raphson) metodom. Ovakav postupak omogućava da se istovremeno odrede vektor rotacije (tj. siderički period, pravac i smer rotacije) i model, ali, kako se u praksi pokazalo, ne otklanja neke nepouzdanosti oba metoda, a mogućnost nefizičkih rešenja je i dalje velika. Sličan ovom metodu je i postupak koji su predložili Magnuson i Erikson, koji se razlikuje po tome što ne spaja jednačine metoda epohe i metoda amplitude-magnitude, već ih rešava odvojeno.

De Angelisov metod takođe koristi jednačine (18) i (27), ali ih kombinuje na drugi način. Svaka od jednačina (18) i (27) se svodi na tzv. standardnu normalnu formu. To omogućava konstruisanje vektora koji sadrži 
[image: image116.wmf]2
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 odstupanje svake jednačine. Parametri modela se dobijaju minimizacijom kvadratne norme ovog vektora. Ovakav postupak, mada različit samo po pitanju matematičkog formalizma, ipak daje bolje rezultate nego prethodni, jer se nepoznati parametri dobijaju kao rezultat minimizacije jedne funkcije, čime se, kako se u praksi pokazalo, nefizička rešenja u velikoj meri otklanjaju. Ovakav postupak zadržava sve dobre strane metoda epohe i amplitude-magnitude, ali otklanja njihove nedostatke, pa se njegovo korišćenje može preporučiti kad god je moguće (kada ima dovoljno posmatračkih podataka, jer se u praksi pokazalo da kvalitativno ili kvantitativno loši podaci ne mogu biti iskorišćeni kod ovakvih postupaka).

Drugi metodi, npr. metod Kvaitkovskog, uvode drugačiji pristup, koji se zasniva na koncepciji da su amplitude krive sjaja zavisne direktno od modela. Kod ovog metoda se vrši proračun integralnog sjaja korišćenjem Lomel-Zeligerovog zakona (tj. sjaj se računa kao integral jednačine (2), pri čemu konstanta ima proizvoljnu vrednost, a element površine i granice integracije se određuju korišćenjem rezultata navedenih u sledećem odeljku i Dodatku 3), mada je, u principu, moguće iskoristiti bilo koji zakon odbijanja. Originalni pristup Kvaitkovskog računa samo maksimume i minimume, radi uštede vremena računanja, mada ovakav pristup omogućava i računanje cele krive. Deo koji koristi fotometrijsku astrometriju zasniva se na starijoj, Tejlorovoj verziji (jednačina (17)), ali se može zameniti novijom. Ovaj metod razvijen je pre svega u cilju modeliranja asteroida bliskih Zemlji (engl. Near Earth Asteroids), koji veoma brzo menjaju geometriju posmatranja, pa za njih nisu pogodne popravke magnitude, kao u (27). Ovaj metod pruža potencijalno velike mogućnosti, i još uvek čeka svoju opštiju i do kraja usavršenu verziju. Mada metodi modeliranja površine otvaraju sasvim nove perspektive istraživanja asteroida, metodi ovakvog, kombinovanog tipa, zbog svoje relativne jednostavnosti u odnosu na metode modeliranja površine, predstavljaju danas najkorišćeniju i najšire prihvaćenu grupu metoda za modeliranje asteroida.

6. Matematička teorija površine asteroida

Modeliranje površine, najveći korak napred u ovoj oblasti koji je do sada učinjen, uvodi potpuno drugačiji pristup problemu. Ovde ne postoje nikakve početne pretpostavke o obliku, niti se rešenje dobija kao najbolja aproksimacija tela “zadatog” krivama sjaja modelom zadatim na početku modeliranja. Ovi metodi se zasnivaju na teoriji koja matematički opsuje proizvoljnu površinu (tj. proizvoljan oblik) i daje zavisnost karakteristika krive sjaja od oblika. Takođe se mogu uvesti varijacije albeda, pa i varijacije proizvoljnih optičkih karakteristika površine, ali praktična primena do sada nije otišla tako daleko, i uglavnom obuhvata određivanje oblika i diskusiju varijacija albeda.

Do sada je predloženo nekoliko različitih matematičkih teorija površine asteroida, od kojih neke tretiraju površinu kao neprekidnu površ, a neke je aproksimiraju skupom diskretnih segmenata, najčešće ravnih površina. Prvi pristup je, naravno, realniji i bliže opisuje realnu površinu, dok su glavne prednosti drugog pristupa matematička jednostavnost i direktnija vizuelna interpretacija korišćenih matematičkih koncepata.

Kao što je ranije rečeno, prvi, za svoje vreme izuzetno napredni rad na ovu temu je Raselov. On je, kako zbog relativno primitivnog matematičkog aparata koji je koristio, tako i zbog nekih grešaka vezanih za proceduru inverzije, ostao neprimećen. Prvi pokušaji praktične primene ovog metoda datiraju iz 1992. godine (Kaasalainen et al, 1992a, b). Kasnije su izvršena još neka manja poboljšanja ovog metoda (Kaasalainen, 2000; Kaasalainen, Muinonen, 2001), ali bez suštinskih dobitaka. Metodi bazirani na tzv. poliedarskoj aproksimaciji razvijeni su ranije (Fulchignoni, Barucci, 1988), ali su manje usavršavani, svakako i zato što su jednostavniji, pa, kao takvi, i ne dozvoljavaju veća poboljšanja osim ispitivanja efekata različitih struktura na krivu sjaja (v. dalje). Svaki od ovih metoda zasniva se na odgovarajućem matematičkom modelu površine.

Metod poliedra razmatra asteroid kao površ sastavljenu od ravnih, proizvoljnih, međusobno jednakih, jediničnih segmenata; u praksi se pokazalo da je najpogodnije da to budu trouglovi ili, eventualno, romboidi. Svaki segment je definisan svojim položajem. Najpogodniji način definisanja njihovog položaja je uvođenje “koordinatnog sistema” (pod navodnicima zato što se ne radi o klasičnom koordinatnom sistemu, čije koordinate definišu koordinate tačke, već o veličinama koje definišu položaj segmenta) 
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, čije koordinate odgovaraju, redom, rastojanju od centra i uglovima koje segment zaklapa sa horizantalnom i vertikalnom ravni, redom. Originalni pristup Baručija i Fulčinjonija zasniva se na klasičnom kartezijanskom koordinatnom sistemu; ovakav pristup je koristan pre svega kod relativno jednostavnih oblika, koji se u tom slučaju analitički zadaju jednačinama. Zbog prirode ovog načina opisivanja površine, nikakav opšti formalizam se ne može razviti; u svakom pojedinačnom slučaju, u zavisnosti od odabranog oblika (v. sledeći odeljak) treba izabrati pogodan koordinatni sistem i na osnovu njega razviti izraze koji opisuju površinu i njeno zračenje. U najopštijem slučaju, površina asteroida je definisana nizom koordinata segmenata:


[image: image118.wmf](

)

(

)

[

]

N

a

a

a

a

a

a

3

2

1

1

3

2

1

,

,

,...,

,

,

    (33)

Površina definisana na ovaj način može biti bilo kakva zatvorena površina, konveksna ili nekonveksna. Naravno, površina mora biti zatvorena.

U slučaju analitički zadatog oblika, ovaj način definisanja je ekvivalentan sistemu jednačina koje opisuju sve komponente površine. Integralni sjaj u datoj geometriji posmatranja iznosi:
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pri čemu je 
[image: image120.wmf]i

P

- skup fizičkih parametara koji figurišu u zakonu odbijanja (koji u opštem slučaju zavisi od lokacije), 
[image: image121.wmf](
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- zakon odbijanja, a 
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D

- površina jediničnog segmenta (koja ima karakter konstante koja ne utiče na oblik krive sjaja, pa se u praksi može izostaviti; ovde je navedena samo radi kompletnosti). Sumiranje se vrši po svim segmentima koji su osvetljeni i vidljivi sa Zemlje. Ostale oznake ostaju iste kao u ranijim odeljcima. U slučaju konstantnih fizičkih parametara i, npr. Lomel-Zeligerovog zakona, dobija se:
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Ako je oblik konveksan, određivanje vidljivih segmenata je trivijalno, s obzirom da su vidljivi oni segmenti za koje su upadni i odbojni ugao veći od nule; u zavisnosti od koordinatnog sistema dobija se eksplicitan uslov.

Neprekidna površina se opisuje korišćenjem formalizma diferencijalne geometrije. I u ovom slučaju površina se takođe može definisati jednačinom površi  u nekom koordinatnom sistemu:
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U tom slučaju sumiranje u jednačini (34) prelazi u integraciju:
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Kod asterocentričnog koordinatnog sistema, koji se kod ove teorije površine ubedljivo najčešće koristi (dopunjenog, u odnosu na prethodne odeljke, rastojanjem od centra 
[image: image126.wmf]r

), uz uvođenje ugla 
[image: image127.wmf]g

, koji zaklapaju pravac normale na površinu i pravac normale na površinu u posmatranoj tački, izraz (37) postaje:
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Treba napomenuti da se ovde (i u svim budućim razmatranjima)  pod 
[image: image129.wmf]j

 podrazumeva tzv. asterocentrična ko-latituda, koja predstavlja ugao između pravca tačke na površini i pravca severnog pola asteroida; druga koordinata je klasična asterocentrična longituda. 

Veoma važan koordinatni sistem u matematičkoj teoriji neprekidne površine je tzv. Gausovo mapiranje ili Gausova slika (engl. Gaussian image). Naime, ako se površina projektuje na jediničnu sferu svaka tačka površine je određena svojim sfernim koordinatama na sferi: ko-latitudom 
[image: image130.wmf]y

 i longitudom 
[image: image131.wmf]J

. Ovakvo mapiranje je moguće ako i samo ako je površina strogo konveksna (tj. konveksna bez ravnih preseka) – inače pomenute koordinate ne određuju jedinstvenu tačku na sferi.

Za opisivanje površine sada se mogu koristiti tzv. Gausova zakrivljenost 
[image: image132.wmf]K

 ili tzv. Gausova površinska gustina 
[image: image133.wmf]G

 (veza između ovih veličina je data u Dodatku 4). Jednačina (38) izražena preko površinske gustine ima oblik:
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U jednačinama (37-39) granice integracije odgovaraju uslovu da upadni i odbojni ugao budu pozitivni; detaljnija razmatranja data su u Dodatku 4.

7. Modeliranje površine asteroida

Modeliranje površine sastoji se u dobijanju parametara koji definišu površinu, opisanu preko nekog od formalizama iz prethodnog odeljka, a koji najbolje opisuju date krive sjaja. Ovakav problem je numerički često veoma komplikovan, a rešenje je najčešće nejedinstveno u još većem stepenu nego kod ranijih metoda. U pojedinim situacijama čak postoji beskonačno mnogo potpuno različitih modela koji podjednako dobro opisuju date krive. Broj krivih sjaja koje su neophodne za ovakvo modeliranje je znatno veći nego kod klasičnih metoda. Mada se rezultat može dobiti korišćenjem svega nekoliko krivih, pouzdani i stabilni rezultati se ne mogu dobiti bez desetak krivih, koje dobro pokrivaju različite geometrije posmatranja. 

Metodi koji koriste diskretne segmente (Barucci, Fulchignoni, 1988; Cellino, Zappala, Farinella, 1989) za opisivanje površine najčešće minimizuju razliku između posmatranih krivih i krivih dobijenih rotacijom modela sa identičnom geometrijom posmatranja. Sintetičke krive se dobijaju korišćenjem izraza oblika (34), a uslov za minimizovanje odstupanja ima jednostavan oblik sistema jednačina identičnih jednačini (34), koji se mora rešiti nekim od boljih metoda za rešavanje nelinearnih sistema, uz korišćenje neke normalizacione tehnike, jer su se takvi sistemi u praksi pokazali kao nestabilni. Zakon odbijanja mora biti poznat, a polarna orijentacija i period prethodno određeni nekim od ranije opisanih metoda, mada se malim varijacijama ovih parametara mogu naći njihove preciznije vrednosti traženjem vrednosti koje, u kombinaciji sa rešenjem oblika, najbolje opisuju posmatrane krive. Dobro poznavanje polarne orijentacije je neophodno, dok period ne mora biti određen sa velikom preciznošću, jer se kod ovog metoda svaka kriva sjaja posmatra posebno.

U slučaju metoda koji koristi neprekidnu površinu (Kaasalainen et al, 1992a, b), proces modeliranja (koji se u literaturi obično zove fotomorfografija ili inverzija) je znatno komplikovaniji i zahteva mnogo više matematičkih i numeričkih postupaka, zbog prirode ovakvog modeliranja: ovde se ne postavljaju nikakva a priori ograničenja, osim konveksnosti oblika, a rešenje koje treba izračunati nije vektor koordinata, već funkcija (u praksi se ova funkcija takođe dobija u obliku određenih brojnih vrednosti, ali to ne menja suštinu problema, koji ostaje iz osnova drugačiji nego kod prethodnog metoda). I pored značaja koji ovaj metod ima u modernoj planetarnoj astronomiji, njegova složenost u matematičkom pogledu ne dozvoljava njegovo detaljno opisivanje. Ovde će biti dati samo osnovni koraci, detaljnija objašnjenja se mogu naći u Dodacima 4 i 5, a za detaljan prikaz ovog metoda preporučujem čitaocu pre svega radove Kasalainena i njegovih saradnika (Kaasalainen et al, 1992a, b; Kaasalainen, 2000; Kaasalainen, Muinonen, 2001a, b). 

Osnovni zadatak inverzivnog metoda je rešavanje jednačine (39) po Gausovoj površinskoj gustini kao nepoznatoj funkciji. Zakon odbijanja mora biti poznat u eksplicitnom obliku. Krive sjaja očigledno moraju biti izražene u magnitudama, a ne u relativnoj osvetljenosti ili relativnoj magnitudi (jer se uzimaju u obzir i promene srednjeg sjaja u različitim aparicijama). Takođe, moraju biti poznate apsolutne rotacione faze, tj. ugao rotacije asteroida u odnosu na neku, izabranu epohu. Integralna jednačina ovog oblika poznata je kao Fredholmova jednačina prve vrste. Rešavanje ove jednačine spada u tzv. inverzivne probleme. Suština inverzivnih problema je traženje rešenja integralne jednačine koje zadovoljava sledeće uslove:

· Ima najveću verovatnoću poklapanja sa tačnim rešenjem, tj. minimalno odstupanje od tačnog rešenja. Ovo je klasični uslov koji, u principu, izražava ono što se obično podrazumeva pod terminom “rešavanje jednačine”

· Ima najmanje odstupanje od određenog a priori uslova, koji obezbeđuje stabilnost rešenja

Prvi uslov se, naravno, u ovom konkretnom slučaju svodi na traženje oblika koji najbolje opisuje krive sjaja, a drugi odgovara, pre svega, uslovu da oblik bude konveksan, ali i drugim zahtevima, koji su u većoj meri matematičke i statističke prirode, a odnose se na stabilnost rešenja, tj. na zahtev da rešenje ostaje relativno nepromenjeno pod uticajem malih varijacija u početnim uslovima. 

Najpogodniji način za izražavanje nepoznate Gausove raspodele je korišćenje Laplasovih redova (redova sfernih harmonika; v. Dodatak 4). Na taj način broj nepoznatih se smanjuje na oko 10-20 (dok bi u slučaju proračuna za svaku tačku svake krive bile potrebne stotine, pa i hiljade nepoznatih). Prvo će biti razmotrene krive iz opozicije. U tom slučaju, zavisnost od faznog ugla i iskošenja, koji su jednaki nuli, se gubi sa obe strane jednačine, a upadni i odbojni ugao su jednaki. Sada važi:
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Jasno je (a može se i strogo dokazati) da se varijacija optičkih parametara površine (npr. albeda) ne može odvojiti od nepravilnosti oblika, tj. od površinske gustine. U principu, može se odabrati modeliranje ili varijacija albeda ili površine, ali se u praksi, kod većine asteroida radi modeliranje oblika (tj. površine), jer promene sjaja potiču pre svega od tog uzroka (retki izuzeci su npr. asteroidi tipa Veste). Zato je zavisnost od koordinata navedena samo kod površinske gustine. U pojedinim slučajevima, na osnovu dobijenog rešenja, može se proceniti poreklo varijacija sjaja. Razvojem u red površinske gustine (i albeda) dobija se:
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Navedena suma je teorijski beskonačna; naravno, u praksi se sumiranje vrši do određenog člana. Sa druge strane, posmatrane krive sjaja se, ako je za svaku krivu poznata geometrija posmatranja i apsolutna rotaciona faza 
[image: image137.wmf]h

, mogu takođe razviti u Laplasov red:
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Može se pokazati da iz (40), posle rotiranja koordinatnog sistema sledi:
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Sa 
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l

Y

 je obeležen sferni harmonik, stepena 
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 i reda 
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, sa 
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- tzv. sferni koeficijent (tj. koeficijent koji nosi informaciju o obliku), redom u razvoju površinske gustine i u razvoju krivih sjaja. Član 
[image: image145.wmf]l

k

 nosi informaciju o zakonu odbijanja svetlosti, i računa se iz eksplicitnog oblika tog zakona (v. Dodatak 4). Izjednačavanjem (42) i (43) dobijaju se traženi koeficijenti:
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Dakle, svaki traženi koeficijent dobija se iz posebne jednačine. U praksi se pokazalo da informacije o nekim koeficijentima ostaju nedostupne, a da ni preciznost rešenja nije zadovoljavajuća. Ovaj postupak se zato preporučuje jedino kada nema dovoljno raspoloživih krivih sjaja, a može se primeniti kod posmatranja pri faznom uglu manjem od oko 
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; ako je moguće, ovaj postupak uvek treba zameniti opštijim.

U proizvoljnoj geometriji posmatranja opisani postupak se može uopštiti. Ako se izvrši razvoj površinske gustine (i konstantnog albeda) u Laplasov red i potom izrazi sjaj, kao u (43), dobija se:
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gde su 
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 imaju smisao zakona odbijanja (v. Dodatak 4). Sa druge strane, razvoj krivih sjaja u trodimenzionalni Furijeov red daje:
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Izjednačavanjem prethodne dve jednačine se dobija sistem:
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Prema tome, za svaki traženi koeficijent dobija se sistem od 
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 linearnih jednačina. U praksi, neke od jednačina mogu biti nedefinisane, što zavisi od zakona odbijanja. Ovakav postupak je precizniji, ali je nestabilan i zahteva regularizaciju (v. Dodatak 5). 

Mogućnosti fotomorfografskog metoda se ovde ne završavaju: može se npr. razmotriti efekat eventualnih varijacija albeda i mogućnost njihovog određivanja, moguće je uopštiti navedene tehnike tako da uključuju i određivanje polarne orijentacije, itd. Naravno, tada se pojavljuju još komplikovaniji matematički problemi čije razmatranje izlazi iz okvira ovog kratkog uvoda. Navedene tehnike imaju za cilj samo da opišu najosnovnije postupke i da pruže mogućnost za izgradnju pogodne procedure rešavanja, primerene konkretnim podacima. 

Dobijanje oblika iz površinske gustine je relativno dobro proučen i pristupačan problem, ali zbog obimnosti i zamornog formalizma neće biti detaljno izlagan; osnovne tehnike date su u Dodatku 4.

Opisani fotomorfografski metod je, svakako, najbolji trenutno dostupni metod modeliranja asteroida. On uvodi kvalitativno nove poglede na ovaj problem, i pruža mogućnost veoma tačnog opisivanja površine. Ukoliko su dostupne dovoljno brojne i kvalitetne krive, moguće je detaljno modeliranje čak i lokalnih struktura. Važan zahtev koji se postavlja jeste poznavanje polarne orijentacije (mada se pokazalo da se mogu tolerisati greške do 
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, uobičajene za današnje metode njihovog određivanja) i , naročito, veoma tačno poznavanje perioda (sa preciznošću reda veličine 
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), koju je danas uglavnom retko moguće postići, pa se malim varijacijama vrednosti perioda, njegova vrednost mora preciznije odrediti u toku procedure modeliranja. Sami numerički proračuni su veoma otežani zahtevom regularizacije rešenja, tj. mora se koristiti inverzija umesto klasičnog rešavanja jednačina. Čak i uz upotrebu veoma naprednih inverzivnih tehnika, loša posmatranja mogu veoma otežati ili onemogućiti nalaženje rešenja, što je razlog činjenice da je do sada svega nekoliko asteroida modelirano ovom metodom (16 Psycha, 39 Laetitia, 951 Gaspra, 44 Nysa, 349 Dembowska, 3 Juno). Naime, potrebne su veoma precizne krive koje dobro pokrivaju različite geometrije posmatranja. Broj krivih, naravno, treba da bude što veći, ali nije presudan, jer se pokazalo da nekoliko preciznih krivih koje dobro pokrivaju različite geometrije posmatranja pruža više informacija nego veliki broj loših, neravnomerno raspoređenih krivih sjaja. Zahtev za konveksnošću oblika, kako se u praksi pokazalo, ne predstavlja veliko ograničenje, jer lokalne nekonveksnosti (npr. krateri) ne ometaju inverziju; problem predstavljaju jedino globalno nekonveksni oblici, kakve imaju najmanji asteroidi. Razvoj ovog metoda svakako će pružiti poboljšanja i u ovom smislu. Najnoviji radovi vezani za ovu tematiku (Kaasalainen, Muinonen, 2001a, b) obećavaju velike napretke u skoroj budućnosti.

8. Primer 

U prethodnih sedam poglavlja predstavljene su glavne tehnike modeliranja i srodna pitanja. Ipak, jasan praktičan primer je ponekad informativniji od najdetaljnijih teorijskih razmatranja. Zato su u nastavku ukratko predstavljeni rezultati rada na modeliranju asteroida 3 Juno (Čubrović, 2002). Ovaj primer bi trebalo da pokaže praktične aspekte modeliranja i proceduru modeliranja od prikupljanja posmatranja do konačnih rezultata.

Osnovni cilj ovog projekta bila je fotomorfografska analiza Juna. Sami proračuni iz krivih sjaja su gotovo trivijalni, ali je neophodno uraditi mnogo pripremnih zadataka: odabrati posmatranja, obezbediti dobre početne parametre u fotomorfografskoj analizi, odrediti polarnu orijentaciju i precizan period, itd. Korišćeno je 15 krivih sjaja, od čega jedna dobijena posmatranjem i do tada neobjavljena (jul 2000. godine, Istraživačka Stanica Petnica), a ostalih četrnaest iz baze fotometrijskih posmatranja asteroida u Upsali. Krive su posmatrane u V i R opsezima, koji se mogu smatrati dovoljno bliskim da se krive mogu koristiti bez razdvajanja prema spektralnom opsegu. Sve krive su razvijene u Furijeov red sa četiri harmonika; dobijeni Furijeovi koeficijenti su prilikom modeliranja korišćeni umesto pojedinačnih tačaka, što se pokazalo lakše i pouzdanije nego računanje sa diskretnim merenjima. Furijeovom analizom nađen je preliminarni period rotacije, koji je korišćen za kompoziciju krive. Kao primer krivih sjaja, na slikama 1-2 date su dve krive (nova kriva, iz jula 2000, u R i I opsezima).

Prvi korak u modeliranju sastojao se u primeni klasičnih metoda za dobijanje grube aproksimacije koja će biti korišćena kao prva aproksimacija pri fotomorfografskom modeliranju. U ovu svrhu je iskorišćen tzv. AAS metod, kombinacija postupaka tipa amplituda-magnituda  i metoda koji, zbog ograničenog prostora, ovde nije prikazan, a koji za određivanje polarne orijentacije koristi koeficijente Furijeovog reda krivih sjaja. Na taj način, dobijem je preliminarni, elipsoidni model.

Fotomorfografsko modeliranje zasnovano je na numeričkom postupku poznatom kao maksimizacija entropije, u suštini sličnom postupku opisanom u ovom članku, ali koji omogućava nešto bolju stabilizaciju rešenja i simultano nalaženje vrednosti perioda, polarne orijentacije i oblika, u nekoliko iteracija, tako da se u svakoj iteraciji naizmenično menjaju parametri koji se traže: period i polarna orijentacija, i oblik. Dobijeno rešenje je stabilno u odnosu na varijacije početnih parametara, i ne sadrži negativne vrednosti površinske gustine koje bi ometale konstrukciju oblika. 

Slike modela iz dve perspektive date su na slikama 3-4. Može se primetiti relativno velika nepravilnost oblika, neuobičajena za velike asteroide. Varijacije albeda postoje, ali ne prelaze 20% vrednosti albeda; najveći deo varijacija sjaja može se pripisati obliku. Uočljivo je nekoliko lokalnih struktura, pre svega uzvišenja.

Parametri elipsoidnog modela su sledeći:
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Konačni parametri modela (dobijeni fotomorfografskom analizom) su:
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Slika 1- Primer krive sjaja (R opseg)

Figure 1- A sample lightcurve (R band)

Slika 2- Primer krive sjaja (I opseg)

Figure 2- A sample lightcurve (I band)
Slike 3-4. Model Juna: projekcija na ravan ab (slika 1) i  na ravan ac (slika 2)

Figures 3-4. Model of Juno: projection on ab plane (figure 1) and on ac plane (figure 2)

9. Literatura

Literatura iz ove oblasti ne odlikuje se ni brojnošću, ni kvalitetom. Relativno slabo interesovanje za ovu tematiku, nedostatak koordiniranog rada teorijskih i posmatračkih astronoma vezanog za sistematska posmatranja i njihovu interpretaciju, kao i zavisnost od razvoja numeričkih i matematičkih tehnika uslovili su spor razvoj ove oblasti i nedostatak dobre literature. Ipak, pojedini stručni radovi, pre svega oni u kojima su razvijeni tada novi metodi pružaju dobru informaciju, dovoljnu za izbor pogodnog metoda za modeliranje iz datih posmatranja i njegovo prilagođavanje. Nekoliko knjiga i zbornika radova takođe predstavljaju dobar izvor. U nastavku je dat kratak spisak najboljih i/ili najzanimljivijih radova, članaka i knjiga iz ove oblasti.

Knjige i zbornici radova:

· Chandrasekhar, S. 1950. Radiative Transfer, Oxford University Press, London. Jedna od najboljih knjiga vezanih za opšte probleme optičkih karakteristika čvrstih tela, sadrži fizičke osnove Hapkeove i Lume-Bauelove teorije.

· Simonenko, A. 1985. Asteroidi, Nauka, Moskva. Kratak i jezgrovit uvod u osnovne fizičke osobine asteroida. Dobar uvod za početnike u pitanja vezana za modeliranje.

· Craig, I. J. D., Brown, J. C. 1986. Inverse Problems in Astronomy. Adam Hilger, Bristol. Dobar i jasan tretman matematičkih i numeričkih tehnika vezanih za inverziju, uz poseban osvrt na efikasnost i brzinu. Veoma korisna knjiga kod fotomorfografskog modeliranja.

· Hapke, B. 1993. Theory of Reflectance and Emittance Spectroscopy, Cambridge University Press, London. Rezime dotadašnjih (i dosadašnjih!) rezultata vezanih za pitanja odbijanja svetlosti na površinama planeta i asteroida. Odličan izvor za odabir pogodnog zakona odbijanja.

· Asteroids II, 1989. Binzel, R. P. Gehrels, T., Matthews, M. S. ed., Tucson University Press, Tucson. Zbornik koji se izdaje u periodima od 
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 godina sa ambicijom da obuhvati sva trenutna znanja vezana za asteroide. Autori članaka su najbolji stručnjaci u svojoj oblasti. Sadrži mnoštvo članaka koji sistematski obrađuju sve aspekte modeliranja. Veoma je teško nabaviti ga, ali bi u toku 2002. godine trebalo da izađe novo izdanje, Asteroids III.

· Asteroids, Comets, Meteors, 1993, Millani, A., Martino, M. D., Cellino, A. ed, Kluwa Academic Publisher, Kluwa. Zbornik članaka vezanih za male planete Sunčevog sistema. Ne sadrži tako mnogo članaka neposredno vezanih za ovu tematiku kao Asteroids II, ali daje mnogo informacija o primeni rezultata modeliranja i povezanosti ove oblasti sa drugim pitanjima planetarne astronomije.

Pregledni članci:

· Magnusson, P. 1992. Analysis of asteroid lightcurves IV. Uppsala Reportas in Astromomy, No. 18. Jedan od najboljih preglednih članaka posvećen modeliranju klasičnim metodima. Uključuje klasifikaciju metoda. Teško je nabaviti ga.

· Barucci, A. M. 1992. Ground based Gaspra modeling: comparison with the first Galileo                 image, Astronomy&Astrophysics V. 266: 385-94. Sadrži pregled metoda za modeliranje površine, testiranih na asteroidu Gaspra. Uključuje poređenje rezultata sa snimcima sonde Galileo. Veoma dobar izvor za proučavanje slabosti ovih metoda i sistematskih grešaka koje mogu nastati.

Radovi:

· Lumme, K., Bowell, E. 1981a, b. Radiative transfer in the surfaces of the atmosphereless bodies I-II, The Astronomical Journal, V. 86, number 11: 1694-1712. Originalni rad Lumea i Bauela u kome je izložena njihova teorija odbijanja svetlosti, sa posebnim osvrtom na integralni sjaj i fazne krive. Jedan od najpreglednijih izvora vezanih za ovu teoriju.

· Magnusson P., Lagerkvist, C.-I. 1990. Analysis of asteroid lightcurves I, Astronomy&Astrophysics Supplement Series V. 86: 45-51. Članak koji obrađuje pitanja sistematskih grešaka krivih sjaja i njihovog efekta na kasniju obradu. Dobar prikaz grešaka koje unose posmatrački podaci, uz poseban osvrt na Furijeovu analizu.

· Lagerkvist, C.-I., Magnusson P. 1990. Analysis of asteroid lightcurves II, Astronomy&Astrophysics V. 243: 512-20. Prikaz HG sistema i primena Lume-Bauelovog zakona na svođenje krivih na željenu geomatriju posmatranja.

· Michalowski, T. 1988. Photometric Astrometry Applied to Asteroids: 6, 15, 43, and 624, Acta Astronomica vol. 38: 455-68. Članak u kome je izložen najprihvaćenij metod epohe, sa primenom na posmatračke podatke.

· Magnusson, P. 1986. Pole orientations and shapes of asteroids from amplitude-aspect relations, Icarus 68:1-39. Originalni članak Magnusona sa njegovom verzijom metoda amplituda-magnituda i razmatranjem dobrih i loših strana metoda.

· Karttunen, H. 1989. Modelling asteroid brightness variations I. Numerical methods, Astronomy&Astrophysics V. 208: 314-9. Rad posvećen simulaciji krivih sjaja, sadrži važne informacije vezane za napredne metode amplitude-magnitude (i kombinacije sa metodom epohe).

· Russel, H. N. 1906. On the light-variations of asteroids and satellites,  The Astrophysical Journal, V. XXIV, number I:1-18. Istorijski rad Rasela posvećen matematičkoj teoriji površine i pitanjima njenog modeliranja. Pionirski korak u ovoj oblasti koji je, uprkos svojim greškama, otvorio pitanje modeliranja asteroida. Zanimljiv kao svedočanstvo početaka ove oblasti, ne treba ga koristiti za učenje ili kao praktično uputstvo za modeliranje.

· Kaasalainen, M., Lamberg, L., Lumme, K., Bowell, E. 1992. Interpretation of lightcurves of atmosphereless bodies I-II, Astronomy&Astrophysics V. 259: 318-340. Rad Kasalainena i saradnika u kome je prvi put izložen fotomorfografski metod, sa detaljnim matematičkim izvođenjima i opisima numeričkih procedura. Pregledno i jasno izlaganje, ali sa malo osvrta na praktične aspekte.

· Kaasalainen, M., Muinonen, K. 2001a, b. Optimization of lightcurve inversion, Icarus 153: 24-51. Usavršen metod iz prethodno navedenog rada, naročito što se tiče numeričkih procedura.  
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Dodatak 1 –  Transformacije koordinata kod fotometrijske astrometrije

Pri izvođenju formule (18) koristi se tzv. asterocentrični koordinatni sistem, sa centrom u centru asteroida, asterocentričnom latitudom 
[image: image160.wmf]j

 i asterocentričnom longitudom 
[image: image161.wmf]q

 koje odgovaraju geografskoj širini i dužini i rastojanjem 
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 od koordinatnog početka. Drugi, pomoćni, koordinatni sistem je pravougli sistem 
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 sa centrom u centru standardnog ekliptičkog koordinatnog sistema, čija se 
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 ravan poklapa sa ravni ekliptike. Veza između pomenutih koordinatnih sistema preko matrice transformacije 
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 data je sa:
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Matrica transformacije zavisi samo od koordinata pola, zbog čega su i izabrani ovi koordinatni sistemi, i data je izrazom:
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Pravougle ekliptičke koordinate tačaka na površini asteroida koje se nalaze, redom, na pravcima centar asteroida-Zemlja i centar asteroida-Sunce, date su jednačinama (21) i (22) (što sledi iz jednostavnih geometrijskih razmatranja), iz kojih se, preko jednačine (20), lako dobijaju koordinate bisektrise faznog ugla. Razvijanjem jednačine (D1.1), za proizvoljnu tačku na površini asteroida dobijaju se asterocentrične koordinate:
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Ako se vrednosti koordinata 
[image: image170.wmf]x

, 
[image: image171.wmf]y

, 
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 zamene iz jednačine (20) u jednačinu (D1.4), dobija se vrednost longitude bisektrise faznog ugla, tj. jednačina (19).

Dodatak 2 – Formalizam elipsoidnog modela kod metoda amplituda-magnituda

Za naredna razmatranja biće uvedena su dva pravougla koordinatna sistema. Prvi sistem 
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 je orijentisan tako da ima 
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- osu u pravcu asteroid-posmatrač, a 
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- osa je orijentisana tako da 
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- ravan sadrži pravac asteroid-Sunce. Ose drugog sistema 
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 su orijentasane u pravcu poluosa asteroida 
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, 
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. Centri oba sistema se poklapaju sa centrom asteroida. Na slici 5 prikazani su pomenuti koordinatni sistemi i važni uglovi. Uglovi 
[image: image181.wmf]j

 i 
[image: image182.wmf]q

 nisu značajni, i koriste se jedino kod nekih pomoćnih transformacija.

Slika 5- Koordinatni sistemi korišćeni u ovom odeljlu. Preuzeto iz: Surdej, Surdej, 1978.

Figure 5- Coordinate systems used in this section. Taken from: Surdej, Surdej, 1978.

Matrica transformacije prvog sistema u drugi data je sa:


[image: image183.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

+

+

-

-

+

-

+

-

=

O

A

O

A

A

O

A

O

O

A

O

A

O

A

O

O

A

O

A

cos

sin

sin

sin

cos

cos

cos

cos

sin

sin

sin

cos

cos

cos

sin

sin

cos

cos

cos

sin

sin

cos

sin

cos

sin

cos

cos

sin

sin

y

y

y

y

y

y

y

y

y

y

M

    (D2.1)

Površina projekcije asteroida može se naći kao površina preseka asteroida i valjka čija je generatrisa paralelna pravcu Zemlja-asteroid, koja iznosi (Barucci, Fulchignoni, 1982):
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gde je 
[image: image185.wmf]A

 matrica koja karakteriše međusobni položaj valjka i asteroida, i može se izraziti preko matrice transformacije:
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gde je 
[image: image188.wmf]c
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, redom. Zamenom odgovarajućeg elementa matrice 
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 iz (D2.3) u (D2.2) dobija sa izraz za površinu projekcije (24).

Pri proizvoljnoj geometriji posmatranja, projekcija osvetljenog dela asteroida je jednaka:
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gde je 
[image: image191.wmf]s

S

- površina projekcije asteroida na ravan normalnu na pravac Sunce-asteroid. Ova površina se računa slično kao i u prethodnom slučaju, i iznosi:
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Matrica 
[image: image193.wmf]B

 iznosi:


[image: image194.wmf]ji

ij

ji

ij

a

a

K

K

B

=

    (D2.6)

pri čemu je 
[image: image195.wmf]K

- matrica 
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 transformisana u koordinatni sistem dobijen rotacijom sistema 
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 tako da 
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- osa ima pravac asteroid-Sunce:
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Zamenom (D2.6-7)  u (D2.5) i razvojem u Tejlorov red u okolini nule, uz zanemarivanje članova višeg reda se dobija:
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odakle, zamenom u (D2.4), sledi jendačina (32). Funkcija 
[image: image201.wmf](
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 ima sledeći oblik (radi konciznosti je izostavljeno pisanje zavisnosti od 
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Jednačina (32), koja daje traženu površinu, zbog složenosti funkcije 
[image: image204.wmf](
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, nema nikakvu praktičnu primenu; njen značaj je pre svega teorijski: ona pokazuje da pri malim faznim uglovima (zbog kvadrata faznog ugla koji u njoj figuriše) opoziciona aproksimacija (24) sasvim dobro opisuje realnu situaciju.

Dodatak 3 – Integralni sjaj elipsoidnog modela

Kod metoda kao što je metod Kvaitkovskog neophodna je integracija sjaja asteroida u cilju dobijanja direktne zavisnosti amplitude od parametara modela.Integralni sjaj iznosi (up. (38)):


[image: image205.wmf](

)

(

)

òò

=

S

d

d

r

S

L

q

j

j

g

q

j

a

sin

cos

,

2

    (D3.1)

Oznake su identične kao u (38). Integracija se vrši u oblasti u kojoj su upadni i odbojni ugao veći od nule. Iz elementarne sferne trigonometrije slede veze ovih uglova sa asterocentričnim koordinatama i faznim uglom:
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Iz navedenih jednačina lako se mogu dobiti oblasti u kojima su dati uglovi pozitivni, čime su određene granice integracije. Druga mogućnost je implementiranje kriterijuma vidljivosti u samu proceduru integracije, tj. zamena zakona odbijanja članom:
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Naravno, zavisnost 
[image: image212.wmf]r

 od preostale dve koordinate mora biti poznata. Za elipsoid važi:
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Naravno, zbog simetrije, u ovom slučaju 
[image: image214.wmf]r

 je konstantno. Uvrštavanjem ovih rezultata i zakona odbijanja u (D3.1) daje traženi izraz za integralni sjaj. Integracija se može vršiti za celu krivu, ili samo za ekstreme (tj. nekoliko tačaka u blizini ekstrema), iz čega se može dobiti amplituda.

Naravno, ovaj postupak je moguć za bilo koji oblik, ali u praksi nema smisla ići dalje od relativno jednostavnih modela (npr. Jakobijevi elipsoidi, kombinacija elipsoida i sferne površi, itd). U tom slučaju, potrebno je iskoristiti opšti oblik izraza (D3.5), koji se može dobiti iz jednačine (36).

Dodatak 4 – Različiti formalizmi kod fotomorfografskog metoda

Pre svega je potreban kratak matematički uvod vezan za Laplasove redove, rotacije koordinatnih sistema i diferencijalnu geometriju.

Laplasov red ima oblik:
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Članovi 
[image: image216.wmf]lm

x

 su koeficijenti (Laplasovi koeficijenti ili sferni koeficijneti), a sa 
[image: image217.wmf]r

 su oynačeni sferni harmonici:
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Navedeni oblik sfernog harmonika najčešće se ne koristi u praksi, jer se sve konstante u većini praktičnih primena mogu izostaviti, tj. sferni harmonik se može zapisati kao:
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Asocirane Ležandrove funkcije imaju oblik:
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Sa 
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 su označeni Ležandrovi polinomi:
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Obrasci (D4.4-5) su samo od teorijskog značaja, a u njihov matematički smisao ovde se ne može ulaziti. U praksi se mogu koristiti sledeće formule:
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pri čemu je:
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Navedeni izrazi su nezavisni od izbora koordinatnog sistema, ali traženi koeficijenti nisu. Zato u redu (D4.3) u opštem slučaju figurišu i članovi vezani za rotaciju koordinatnogs istema iz početnog položaja (u konkretnom slučaju to je 
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). Izraženo preko prvobitne vrednosti harmonika:
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gde je 
[image: image229.wmf]D

- matrica rotacije, čije se komponente mogu dobiti iz:
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Korišćenjem formalizma (D4.9-11) mogu se dobiti izrazi (45-6).

Gausova površinska gustina definisana je izrazom:
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Njena recipročna vrednost je zakrivljenost. Ove veličine su pogodne za procedure kao što su određivanje morfologije iz sjaja, rekonstrukcija signala propuštenog kroz filter, prepoznavanje oblika, itd. jer dobijeni signal (u ovom slučaju, krive sjaja) linearno zavise od njih, tj. integrali (40) i (45) su linearni funkcionali površinske gustine. Za rekonstrukciju oblika iz ove veličine pogodan je tzv. poluprečnik torzije, definisan kao skalarni proizvod jedinične normale i radijus-vetkora:
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Za dobijanje poluprečnika torzije pogodno je iz površinske gustine uvesti diskretnu površinu, sastavljenu od jediničnih segmenata, a može se iskoristiti i teorema Brun-Minkovskog (Brunn-Minkowski). Detaljnija diskusija nije neophodna, jer je ovo pitanje dobro obrađeno u literaturi (npr. Mecke, 2000). 

Dodatak 5 – Inverzija integralne jednačine Fredholmovog tipa prve vrste 

Kao što je napomenuto u sedmom odeljku, rešavanje dobijene integralne jednačine (39) zasniva se na minimizovanju odstupanja od tačnog rešenja i obezbeđivanju stabilnosti rešenja. Jasno je da je broj mogućih rešenja beskonačan, i da je moguće dobiti rešenje koje će proizvoljno dobro opisivati posmatranja, ali će samo uzak interval rešenja imati smisla, tj. omogućiće rekonstrukciju oblika. Kod inverzije krivih sjaja javlja se još i zahtev za konveksnošću rešenja, koji mora biti zadovoljen da bi formalizam izložen u šestom i sedmom odeljku bio korektan. 

Procedura koja omogućava dobijanje rešenja na opisani način može se izgraditi na formalizmu Bajesove teorije. Jednačina (39) spada u tzv. Fredholmove jednačine prve vrste. U konciznom obliku ona se može zapisati kao:
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Leva strana (koja odgovara poznatoj veličini koja se, po tradiciji, u algebarskim i diferencijalnim jednačinama, piše sa desne strane) označava posmatranja, tj. krive sjaja, dok integral sa desne strane sadrži tzv. jezgro (koje odgovara zakonu odbijanja, ili, uopšte, nekom “instrumentu” ili procesu koji “transformiše” nepoznatu veličinu u “vidljivi oblik”) i nepoznatu veličinu – oblik. Sa 
[image: image235.wmf]e

 je označena greška merenja (koja se mora uzeti u razmatranje pri samom procesu rešavanja). Neka je sa 
[image: image236.wmf]u

 označeno rešenje u diskretnom obliku, tj. u obliku matrice Laplasovih koeficijenata, sa 
[image: image237.wmf]r

 jezgro u matričnom obliku, sa 
[image: image238.wmf]c

matrica koja sadrži Laplasove koeficijente krivih sjaja, čije su greške date u obliku matrice kovarijacije 
[image: image239.wmf]S

, koja sadrži grešku sadržanu u 
[image: image240.wmf]e

. Bajesova teorema daje:
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Imenilac predstavlja konstantu, čija vrednost nije bitna. Za verovatnoću 
[image: image242.wmf](
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 može se uzeti Gausova raspodela, sa centrom 
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 i matricom kovarijacije 
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Za centar navedene raspodele može se uzeti sfera ili elipsoid, dok matrica kovarijacije, koja predstavlja dozvoljena odstupanjaod početnog, pravilnog oblika. Izbor ove matrice nije jednostavan zadatak: ona mora da dozvoljava modeliranje dovoljno nepravilnih oblika, ali da zadrži konveksnost i onemogući dobijanje rešenja koja nisu “glatka” ili pokazuju velike promene sa malim varijacijama početnih podataka.

Za uslovnu verovatnoću 
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 se takođe može usvojiti Gausova raspodela:
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Zamenom jendačina (D5.3) i (D5.4) u (D5.2) dobija se izraz za uslovnu verovatnoću 
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. Maksimalizacijom ovog izraza dobija se rešenje 
[image: image249.wmf]u

, koje, formalno posmatrano, maksimalizuje i a posteriori verovatnoću traženog rešenja, tj. minimalizuje odstupanja od posmatranja, i a priori verovatnoću nađenog rešenja, koja je određena matricom kovarijacije i centrom raspodele (D5.3), koja sadrži zahteve za stabilnošću rešenja i konveksnošću oblika. Maksimizacija se može uraditi korišćenjem pogodne iterativne procedure, uz stalnu kontrolu toka proračuna, jer i u ovoj fazi može doći do nestabilnosti ili “upadanja” u singularnosti, naročito ako matrica kovarijacije 
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 nije pogodno odabrana.







_1071327551.unknown

_1071496125.unknown

_1071620931.unknown

_1071662589.unknown

_1071665010.unknown

_1071696360.unknown

_1072550861.unknown

_1072550983.unknown

_1072629034.unknown

_1072629107.unknown

_1072550960.unknown

_1071697790.unknown

_1071767345.unknown

_1072549681.unknown

_1071697937.unknown

_1071698523.unknown

_1071696468.unknown

_1071697353.unknown

_1071697601.unknown

_1071696488.unknown

_1071696385.unknown

_1071693535.unknown

_1071695730.unknown

_1071695869.unknown

_1071695579.unknown

_1071666309.unknown

_1071693463.unknown

_1071692438.unknown

_1071665544.unknown

_1071664081.unknown

_1071664504.unknown

_1071664659.unknown

_1071664447.unknown

_1071662979.unknown

_1071663447.unknown

_1071664006.unknown

_1071663403.unknown

_1071662869.unknown

_1071661790.unknown

_1071661900.unknown

_1071662494.unknown

_1071662536.unknown

_1071662172.unknown

_1071661809.unknown

_1071661840.unknown

_1071661801.unknown

_1071657972.unknown

_1071658401.unknown

_1071658651.unknown

_1071658822.unknown

_1071658659.unknown

_1071658610.unknown

_1071658301.unknown

_1071658368.unknown

_1071658193.unknown

_1071629180.unknown

_1071657681.unknown

_1071627832.unknown

_1071565613.unknown

_1071613570.unknown

_1071617588.unknown

_1071619437.unknown

_1071620837.unknown

_1071619291.unknown

_1071619361.unknown

_1071615119.unknown

_1071615365.unknown

_1071613583.unknown

_1071612886.unknown

_1071613416.unknown

_1071613453.unknown

_1071613544.unknown

_1071613428.unknown

_1071613040.unknown

_1071577931.unknown

_1071612431.unknown

_1071577902.unknown

_1071533978.unknown

_1071537169.unknown

_1071563300.unknown

_1071565340.unknown

_1071565604.unknown

_1071565326.unknown

_1071562909.unknown

_1071536980.unknown

_1071537147.unknown

_1071536136.unknown

_1071532206.unknown

_1071533893.unknown

_1071533905.unknown

_1071533868.unknown

_1071533315.unknown

_1071496414.unknown

_1071530552.unknown

_1071496181.unknown

_1071366480.unknown

_1071484223.unknown

_1071485249.unknown

_1071495723.unknown

_1071496108.unknown

_1071495848.unknown

_1071489237.unknown

_1071484820.unknown

_1071485148.unknown

_1071484568.unknown

_1071483346.unknown

_1071483713.unknown

_1071484188.unknown

_1071483652.unknown

_1071367129.unknown

_1071367170.unknown

_1071368186.unknown

_1071368266.unknown

_1071367265.unknown

_1071367471.unknown

_1071367138.unknown

_1071366583.unknown

_1071366615.unknown

_1071366656.unknown

_1071366508.unknown

_1071363766.unknown

_1071364507.unknown

_1071365971.unknown

_1071365997.unknown

_1071364508.unknown

_1071364200.unknown

_1071364255.unknown

_1071364410.unknown

_1071364187.unknown

_1071331903.unknown

_1071331927.unknown

_1071331933.unknown

_1071331921.unknown

_1071330957.unknown

_1071331753.unknown

_1071329734.unknown

_1071225553.unknown

_1071242468.unknown

_1071310699.unknown

_1071326145.unknown

_1071326776.unknown

_1071327523.unknown

_1071326711.unknown

_1071317799.unknown

_1071326122.unknown

_1071310735.unknown

_1071267913.unknown

_1071310431.unknown

_1071310529.unknown

_1071310291.unknown

_1071266122.unknown

_1071267885.unknown

_1071267733.unknown

_1071242969.unknown

_1071229844.unknown

_1071240698.unknown

_1071242362.unknown

_1071242435.unknown

_1071240708.unknown

_1071229968.unknown

_1071238247.unknown

_1071238293.unknown

_1071238237.unknown

_1071230121.unknown

_1071229888.unknown

_1071229895.unknown

_1071229861.unknown

_1071229157.unknown

_1071229359.unknown

_1071229566.unknown

_1071229232.unknown

_1071225741.unknown

_1071226469.unknown

_1071225565.unknown

_1071225695.unknown

_1071135120.unknown

_1071223900.unknown

_1071223958.unknown

_1071225045.unknown

_1071225084.unknown

_1071224429.unknown

_1071223919.unknown

_1071223945.unknown

_1071138996.unknown

_1071160524.unknown

_1071161663.unknown

_1071163903.unknown

_1071171576.unknown

_1071174494.unknown

_1071179407.unknown

_1071174769.unknown

_1071172577.unknown

_1071171437.unknown

_1071163809.unknown

_1071163880.unknown

_1071161643.unknown

_1071158541.unknown

_1071158792.unknown

_1071143541.unknown

_1071143607.unknown

_1071158505.unknown

_1071143556.unknown

_1071139757.unknown

_1071137569.unknown

_1071138009.unknown

_1071135152.unknown

_1059293879.unknown

_1070526842.unknown

_1070544710.unknown

_1070546073.unknown

_1070546083.unknown

_1070545399.unknown

_1070526913.unknown

_1070527018.unknown

_1070527024.unknown

_1070527010.unknown

_1070526874.unknown

_1059302980.unknown

_1070526595.unknown

_1070526673.unknown

_1070526823.unknown

_1070526614.unknown

_1070526395.unknown

_1059301801.unknown

_1059293663.unknown

_1059293855.unknown

_1059293869.unknown

_1059293675.unknown

_1042963628.unknown

_1059292277.unknown

_1059293646.unknown

_1042963728.unknown

_1042963738.unknown

_1042963856.unknown

_1042963688.unknown

_1042963238.unknown

_1042963469.unknown

_1042960113.unknown

